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まずは運動方程式を立てる。サスペンションの運動方程式は以下のように表される。

M ¨⃗x+G ˙⃗x+Kx⃗+Me
¨⃗xe +Ge

˙⃗xe +Kex⃗e = f⃗ (1.1)

ここで、x⃗は各 massの座標、x⃗e は地面振動などの環境変数である。以下M,G,K をそれぞれ mass

matrix, damping matrix, stiffness matrix と呼ぶ。系の運動方程式を求めるにはそれぞれの行列を

求めればいいことになる。この計算には、LIGOでMark Bartonが開発したMathematicaパッケー

ジを元に関口さんが作成したパッケージを使っている。以下に計算の概略を説明する。

1.1 Energy Calculation

まず、サスペンションのポテンシャルエネルギー EP、運動エネルギー EK、ダンピングエネルギー

ED を計算する。これらのエネルギーは各 massの位置と速度の関数となっていて、

EP = EP (x1, · · · , xn)

EK = EK(x1, · · · , xn, ẋ1, · · · , ẋn) (1.2)

ED = ED(ẋ1, · · · , ẋn)

1.2 Equilibrium Point

次に、平衡点を探すために、ポテンシャルエネルギーが極小値を取るような点を求める。その点を

平衡点 x⃗(eq) とする。
x⃗(eq) = (x1(eq), · · · , xn(eq)) (1.3)

1.3 Matrix Calculation

各エネルギーを偏微分して各行列を求める。つまり、

Kij =
∂2EP

∂xi∂xj

∣∣∣∣
x=x(ep)

,Mij =
∂2EK

∂ẋi∂ẋj

∣∣∣∣
x=x(ep)

, Gij =
∂2ED

∂ẋi∂ẋj

∣∣∣∣
x=x(ep)

(1.4)

同様にして、環境変数についての行列も求める。

Keij =
∂2EP

∂xi∂xej

∣∣∣∣
x=x(ep)

,Mij =
∂2EK

∂ẋi∂ẋej

∣∣∣∣
x=x(ep)

, Gij =
∂2ED

∂ẋi∂ẋej

∣∣∣∣
x=x(ep)

(1.5)
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2 現代制御論

2.1 状態方程式

以上の運動方程式を現代制御論での基礎方程式である状態方程式に焼きなおす。現代制御論は多入

力多出力の系を記述するのに有用な理論である。現代制御論で扱うシステムは、直接その値を操作す

ることができる入力と、観測することができる出力を持っていて、その動きがこれらの入出力と、シ

ステムの内部の状況を表すいくつかの変数を用いた微分方程式で表せるようなシステムである。状態

方程式は、状態を表す変数のベクトルである x⃗（状態ベクトル）、入出力を表す変数のベクトル u⃗（入

力ベクトル）、y⃗（出力ベクトル）を用いて、{
˙⃗x = Ax⃗+Bu⃗
y⃗ = Cx⃗+Du⃗

(2.1)

と表される。

　このシミュレーションにおいては外乱のあるシステムを考えたいため、状態方程式 (2.1)を外乱を

表すベクトル w⃗を使って少し変形する。{
˙⃗x = Ax⃗+Bdw⃗ +Biu⃗
y⃗ = Cx⃗+Ddw⃗ +Diu⃗

(2.2)

この状態方程式 (2.2)が本シミュレーションの基礎方程式となる。ここで、殆どの場合 Di は零であ

るので、以下では無視する。

2.2 伝達関数

状態方程式 (2.2)で表されるシステムの伝達関数を求めることを考える。状態方程式 (2.2)の第一

式をラプラス変換して整理すれば

sx⃗ =Ax⃗+Bdw⃗ +Biu⃗

∴ x⃗ = (sI −A)−1(Bdw⃗ +Biu⃗)

= (sI −A)−1 (Bd Bi)

(
w⃗
u⃗

)
(2.3)

これを第二式に代入すれば

y⃗ =
(
C(sI −A)−1Bd +Dd C(sI −A)−1Bin +Din

)(w⃗
u⃗

)
(2.4)

となる。ここで、

K(s) ≡
(
C(sI −A)−1Bd +Dd C(sI −A)−1Bin +Din

)
(2.5)

とすると、K(iω)を伝達関数行列と呼ぶことができる。この伝達関数行列は入力や外乱から出力まで

の伝達関数を行列にしたものである。
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2.3 システムの連結

ここで、別の状態方程式で表される 2つのシステムの連結、つまり 1つ目のシステムの出力を、2

つ目のシステムの入力とするようなシステムを作ることを考える。図 (??)にこのシステムのブロッ

ク線図を書く。2つのシステムを表す状態方程式を

Pk

{
˙⃗xk = Akx⃗k +Bd,kw⃗k +Bin,ku⃗k

y⃗k = Ckx⃗k +Dd,kw⃗k +Din,ku⃗k
(k = 1, 2) (2.6)

とする。u⃗2 = y⃗1 を代入して

˙⃗x2 = Bin,2C1x⃗1 +A2x⃗2 +Bin,2Dd,1w⃗1 +Bd,2w⃗2

y⃗2 = Din,2C1x⃗1 + C2x⃗2 +Din,2Dd,1w⃗1 +Dd,2w⃗2
(2.7)

となる、したがって連結されたシステムの状態方程式は、状態ベクトルを x⃗P1+P2 = (x⃗1 x⃗2)
T とす

れば書くことができて

(P1 + P2)


(
˙⃗x1

˙⃗x2

)
=

(
A1 O

Bi,2C1 A2

)(
x⃗1

x⃗2

)
+

(
Bd,1 O

Bi,2Dd,1 Bd,2

)(
w⃗1

w⃗2

)
+

(
Bi,1

O

)
u⃗1

y⃗2 =
(
Din,2C1 C2

)(x⃗1

x⃗2

)
+
(
Din,2Dd,1 Dd,2

)(w⃗1

w⃗2

) (2.8)

これを更に書きなおして

P1 + P2

{
˙⃗xP1+P2 = AP1+P2 x⃗P1+P2 +Bd,P1+P2w⃗ +Bi,P1+P2 u⃗P1+P2

y⃗P1+P2 = CP1+P2 x⃗P1+P2 +Dd,P1+P2w⃗
(2.9)

2.4 フィードバック

次に、フィードバックシステムが状態方程式においてどのように表わされるかを見ていく。状態方

程式 (2.2)で表されるシステムのフィードバックを考える。システムの出力からシステムへの入力ま

でのフィルタ伝達関数行列を H(s)とすると、周波数空間において

u⃗ = H(s)y⃗ (2.10)

となる。次にこのような伝達関数行列を持つシステム Hを考るのだが、このように伝達関数行列から

システムの状態方程式を求めるような問題を実現問題と呼ぶ。この実現問題は割と簡単に解けるが、

詳細は割愛する。Mathematica では、実現問題を解いてくれる関数が存在しているため、実際の計

算ではその関数を使っている。さて、フィードバックフィルタが以下の様な状態方程式で表されると

する。

H

{
˙⃗
ξ = AH ξ⃗ +BH y⃗

u⃗ = CH ξ⃗ +DH y⃗
(2.11)

状態方程式 (2.2)とフィルタの状態方程式 (2.11)より、y⃗ を式 (2.11)に代入することで、

u⃗ = (I −DH)−1(DHCx⃗+ CF ξ⃗) (2.12)
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を得るので

˙⃗x = (A+Bin(I −DHDin)
−1DHC)x⃗+Bin(I −DHDin)

−1CH ξ⃗

+ (Bd +Bin(I −DHDin)
−1DHDd)w⃗

˙⃗
ξ = BH(I +D(I −DHDin)

−1DH)Cx⃗+ (AH +BHDin(I −DHDin)
−1CH)ξ

+BH(I +Din(I −DHDin)
−1DH)Ddw⃗ (2.13)

となる。以上より、フィードバックシステム FB全体の状態方程式は

(
˙⃗x
˙⃗
ξ

)
=

(
A+Bin(I −DHDin)

−1DHC Bin(I −DHDin)
−1CH

BH(I +Din(I −DHDin)
−1DH)C AH +BHDin(I −DHDin)

−1CH

)(
x⃗

ξ⃗

)
+

(
Bd +Bin(I −DHDin)

−1DHDd

BH(I +Din(I −DHDin)
−1DH)Dd

)
w⃗

y⃗ =
(
(I +Din(I −DHDin)

−1DH)C Din(I −DHDin)
−1CH

)(x⃗
ξ⃗

)
+(I +Din(I −DHDin)

−1DH)Ddw⃗
(2.14)

これを更に書きなおして

FB

{
˙⃗xFB = AFBx⃗FB +Bd,FBw⃗
y⃗FB = CFBx⃗FB +Dd,FBw⃗

(2.15)

2.5 フィードバックシステムの安定性

フィードバックシステムの安定性は各伝達関数の極の実部で判別できる。フィードバックシステ

ムにおける伝達関数行列は式 (2.5) においてそれぞれの行列を式 (2.15) 中の行列に置き換えたもの

である。式 (2.5) を見れば分かるように、伝達関数の極に関わってくるのは (sI − Afb)
−1 の部分

だけであり、言い換えるとシステムの安定性には Afb しか関わってこない。実際、システムの極は

det |sI −A| = 0の解、すなわち Afb の固有値である。したがって、システムの安定性は Afb の固有

値を調べれば判別できる。

2.6 サスペンションにおける状態方程式

2.6.1 サスペンション

さて、具体的にサスペンションシステムで状態方程式を立ててみる。まずはサスペンションのみの

システムを考える。つまり、センサーについては何も考えず、仮想的に massの位置 x⃗と速度 ˙⃗x、環

境変数 x⃗e, ˙⃗xe, ¨⃗xe が分かるようなシステムとする。。運動方程式 (1.1)を見れば、

¨⃗x = −M−1G ˙⃗x−M−1Kx⃗−M−1Me
¨⃗xe −M−1Ge

˙⃗xe −M−1Kex⃗e +M−1F (u⃗+ e⃗a) (2.16)

となる。また、力を表すベクトル f⃗ は、何かしらの入力から力へ変換させる actuator matrix F を定

義し、さらにその入力には回路起因などのノイズ e⃗a = (ea,1 . . . ea,na) (ただし、ea,i は各入力に

乗るノイズであり、na はアクチュエータの数)が乗ると考えて F (u⃗+ e⃗a)と書き換えている。
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状態ベクトルを x⃗p = (x⃗ ˙⃗x)T、外乱ベクトルを w⃗p = (x⃗e
˙⃗xe

¨⃗xe)
T とする。また、この仮想システ

ムにおいて出力は y⃗p = (x⃗p w⃗p)であることに注意すると

(
x⃗
˙⃗x

)
=

(
O I

−M−1K −M−1G

)(
x⃗
˙⃗x

)
+

(
O O O

−M−1Ke −M−1Ge −M−1Me

)x⃗e

˙⃗xe

¨⃗xe

+

(
O

−M−1F

)
e⃗a +

(
O

−M−1F

)
u⃗(

x⃗p

w⃗p

)
=

(
I
O

)
x⃗P +

(
O
I

)
w⃗p

(2.17)

ただし、I,O はそれぞれ単位行列とゼロ行列である。これらがサスペンションの状態方程式であり、

以下のように書きなおす

P

{
˙⃗xp = Apx⃗p +Bd,pw⃗p +Bd,aw⃗a +Bin,pu⃗
y⃗p = Cpx⃗p +Dd,pw⃗p

(2.18)

2.6.2 センサー

次にセンサーについて考える。今センサーとしては KVDT のような相対変位センサー、GEO-

PHONEのような速度センサーを想定している。これらのセンサーはそれぞれ、senseする massの

速度や地面と mass の変位差などに対して伝達関数 (感度曲線) を持つ。この伝達関数を S(iω) とす

ると、センサーの出力を y⃗s として
y⃗s = Hs(iω)y⃗P (2.19)

と書ける。そのため、センサー自体も y⃗p を入力、y⃗s を出力とする 1つのプラントだと考えることが

できる。この伝達関数からセンサーの状態方程式を求めて以下の様に書く

S

{
˙⃗
ξs = Asξ⃗s +Bin,sy⃗p
y⃗s = Csξ⃗s +Din,sy⃗p

(2.20)

さらに、ここでセンサーノイズについても考えてみる。ノイズは外乱であると考えることができるた

め、各センサーが持つノイズ e⃗s = (es,1 . . . es,ns) をアクチュエータの時と同じように定義すれ

ば、外乱ベクトルを w⃗s = e⃗s とおける。センサーの状態方程式 (2.21)はDd,s = I（単位行列）として

S

{
˙⃗
ξs = Asξ⃗s +Bin,sy⃗p
y⃗s = Csξ⃗s +Dd,sw⃗s +Din,sy⃗p

(2.21)

と書き直せる。ここで、センサーの状態方程式における状態ベクトル ξ⃗ の物理的意味だが、センサー

内部の物理状態を表す変数であると考えられる。

　次に、以上 2つのシステムを接続する。上でやった計算よりセンサー付きサスペンションの状態方
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程式は

P + S



(
˙⃗xp

˙⃗
ξs

)
=

(
Ap O

Bin,sCp As

)(
x⃗p

ξ⃗s

)

+

(
Bd,p Bd,a O

Bin,sDd,p Bin,sDd,a O

)w⃗p

w⃗a

w⃗s

+

(
Bin,p

O

)
u⃗

y⃗s =
(
Din,sCp Cs

)(x⃗p

ξ⃗s

)
+
(
Din,sDd,p O Dd,s

)w⃗p

w⃗a

w⃗s


(2.22)

例のごとく書きなおせば

P + S

{
˙⃗xp+s = Ap+sx⃗p+s +Bd,p+sw⃗p+s +Bin,p+su⃗
y⃗s = Cp+sx⃗p+s +Dd,p+sw⃗p+s

(2.23)

2.6.3 フィードバックシステム

最後にフィードバックを行う。フィルタの状態方程式を

H

{
˙⃗
ξh = Ahξ⃗h +Bhy⃗s
u⃗ = Chξ⃗h +Dhy⃗s

(2.24)

とすれば、先の計算から

FB


(
˙⃗xp+s

˙⃗
ξh

)
=

(
Ap+s +Bin,p+sDhCp+s Bin,p+sCh

BhCp+s Ah

)(
x⃗p+s

ξ⃗h

)
+

(
Bd,p+s +Bin,p+sDhDd,p+s

BhDd,p+s

)
w⃗p+s

y⃗s =
(
Cp+s O

)(x⃗p+s

ξ⃗h

)
+Dd,p+sw⃗p+s

(2.25)

ここで、このシステムでは、各外乱からセンサー出力までの伝達関数しか求めることができないため、

式 (2.25)第弐式を少し変形して、

(
y⃗s
x⃗p

)
=

(
Din,sCp Cs O

I O O

)x⃗p

ξ⃗s
ξ⃗h

+

(
Din,sDd,p O Dd,s

O O O

)w⃗p

w⃗a

w⃗s

 (2.26)

これらをまとめて、

FB

{
˙⃗xfb = Afbx⃗fb +Bd,fbw⃗fb

y⃗fb = Cfbx⃗fb +Dd,fbw⃗fb
(2.27)

また、確認のためにベクトルを書き下したものが以下のものである。

x⃗fb =
(
x⃗ ˙⃗x ξ⃗s ξ⃗h

)T
w⃗fb =

(
x⃗e

˙⃗xe
¨⃗xe e⃗a e⃗s

)T
y⃗fb =

(
y⃗s x⃗ ˙⃗x

)T
(2.28)
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2.6.4 伝達関数行列

最後にこれらの行列から伝達関数行列を求めておく。

Kfb(s) ≡ Cfb(sI −Afb)
−1 (Bd,fb +Dd,fb) (2.29)

3 具体例

3.1 一段振り子

以上の計算を実際のシステムで考えていく。これから考えるのは最もシンプルな一段振り子モデ

ル。地面から伸縮のないワイヤーで釣られた質量 m 質点の運動を考える。x が質点の変位、xg が

地面の動きとする。また、actuatorは massについていてその出力を ua とし、actuator noiseを ea

とする。また、出力から力までのゲインは 1 とする。つまり実際に物体にかかる力は ua + ea とな

る。センサーは地面とmassの相対変位を読み出すものを考え、センサーのノイズを es とする。さら

に、massには地面と接続したダンパーが付いているとする。フィードバックに使うフィルタの伝達

関数は

K(s) =
G(s+ w1)

s+ w2
(3.1)

とする。以上が今から考えるモデルである。

3.1.1 通常の計算

まずは以上のようなモデルの伝達関数を手計算で求める。運動方程式は

mẍ+ ua + ea = −m
g

l
(x− xg)−mγ(ẋ− ẋg) (3.2)

簡単のため m = 1 とすると、これから求まる xg, f から x への伝達関数行列 P (s) は、x =

P (s)(xg ua ea)として周波数領域で

P (s) =
1

s2 + γs+ ω2
0

(
γs+ ω2

o −1 −1
)

(3.3)

次にフィードバックシステムを考える。周波数空間で ua = −K(s){(x − xg) + es}より、運動方程
式に代入すれば、

s2x−K(s){(x− xg) + es}+ ea = −w2
0(x− xg)− γs(x− xg) (3.4)

フィードバックシステムの伝達関数行列 Pfb(s)は、x = Pfg(s)(xg ea es)として

Pfb(s) =
1

s2 + γs+ ω2
0 −K(s)

(
ω2
0 + γs−K(s) −1 K(s)

)
=

1

s3 + (γ + ω2)s2 + (γω2 + ω2
0 −G)s+ ω2ω2

0 −Gω1
(3.5)

×
(
γs2 + (γω2 + ω2

0 −G)s+ ω2
0ω2 −Gω1 G(s+ ω1) G(s+ ω1)

)
(3.6)
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3.1.2 状態方程式を利用した計算

次に前章で説明した方法で計算してみる。mass matrixなどは運動方程式より

M = 1, G = γ,K = ω2
0 ,Me = 0, Ge = −γ,Ke = −ω2

0 (3.7)

したがって、式 (2.18)におけるそれぞれのベクトルや行列は、

x⃗p = (x ẋ)T, w⃗p = (xg ẋg ẍg)
T, w⃗a = (ea), u⃗ = (ua), y⃗p = (x ẋ xg ẋg ẍg ua)

T

Ap =

(
0 1

−ω2
o −γ

)
, Bd,p =

(
0 0 0
ω2
0 γ 0

)
, Bd,a =

(
0
−1

)
, Bin,p =

(
0
−1

)
(3.8)

Cp =


1 0
0 1
0 0
0 0
0 0

 , Dd,p =


0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


さて、ここまででサスペンションシステムの状態方程式が求められたので、一度伝達関数行列を計算

してみる。

y⃗p = {Cp(sI −Ap)
−1(Bd,p Bd,a Bd,in) + (Dd,p Dd,a O)}

w⃗p

w⃗a

u⃗




x
ẋ
xg

ẋg

ẍg

 =
1

s2 + γs+ ω2
0


ω2
0 γ 0 −1 −1

sω2
0 sγ 0 −s −s

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0



xg

ẋg

ẍg

ea
ua

 (3.9)

式 (3.3)の伝達関数と比べると、地面振動からの伝達関数について少し気をつける必要があることが

分かる。つまり、この方法では地面の速度と位置が別の変数として認識されているのである。した

がって、実際に伝達関数を求める際には速度からの伝達関数に sを掛けたものを位置からの伝達関数

に足してあげる必要がある。

　次に、センサーについて考える。今、ys = x− xg なので、式 (2.19)における伝達関数は

Hs(s) =
(
1 0 −1 0 0

)
(3.10)

となる。これを状態方程式に直すことを考えたいが伝達関数を見れば分かるように、Din,s =(
1 0 −1 0 0

)
, Dd,s = 1 とし、状態ベクトルが存在しないようなシステムである。したがっ

て、接続されたシステムの状態方程式は

Cp+s = (1 0), Dp+s =
(
−1 0 0 0 1

)
(3.11)

とし、他の行列は式 (3.8)のままである。

　最後にフィードバックシステムを考える。フィルタ伝達関数 (3.1)を持つシステムの状態方程式を

求めると、

Ah = −ω2, Bh = 1, Ch = G(ω1 − ω2) Dh = G (3.12)
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となる。したがって、フィードバックシステムの行列はそれぞれ

Afb =

 0 1 0
−G− ω2

0 −γ −G (ω1 − ω2)
1 0 −ω2

 , Bfb =

 0 0 0 0 0
ω2
0 γ 0 −1 0

−1 0 0 0 1

 ,

Cfb =

1 0 0
1 0 0
0 1 0

 , Dfb =

−1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 (3.13)

これらの行列から伝達関数行列が求まるが、ここでは割愛する。正しい結果を出すことだけ記して

おく。
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